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WAHADEA REWERSYJNEGO




I. Zagadnienia do przestudiowania

Ruch harmoniczny prosty.

Wyprowadzi¢ wzor na okres drgan wahadla fizycznego.

Metody wyznaczania momentu bezwtadnos$ci bryty oraz jej srodka masy.
Dhugosc¢ zredukowana wahadta fizycznego (wahadto zsynchronizowane).
Zapozna¢ si¢ z metoda pomiaru przyspieszenia ziemskiego za pomocg wahadta:
— matematycznego prostego i roznicowego,

— fizycznego (rewersyjnego).

7. Rachunek bledu metoda rézniczki zupeline;.

MRS

II. Wprowadzenie teoretyczne

Wahadlo fizyczne jest to bryta sztywna, mogaca obraca¢ si¢ dookota poziomej osi, przechodzace;j
ponad $rodkiem ciezkosci bryty (np. wahadlem fizycznym sa dziecigca hustawka czy tez wahadto

zegara $ciennego) - rysunek 1.

Rys. 1. Model wahadla fizycznego

Wyprowadzenie wzoru na okres wahan wahadta fizycznego. Rozpatrzmy wahadto fizyczne w postaci
nieregularnej bryty sztywnej o masie m 1 srodku cigzkos$ci w punkcie C o poziomej osi obrotu w punkcie
O. Gdy wahadlo odchylimy o maty (5+7°) kat a od linii pionowej przechodzacej przez punkt
zawieszenia O, wowczas na bryle dziala przywracajacy rownowage moment M sity Q wzgledem punktu

O o wartoSci



M =-0x=—-mgrsina (1)

2

gdzie r oznacza odleglos¢ od srodka ciezkosci do osi obrotu. Znak ,—” odzwierciedla przywracalny
charakter momentu sity M; dla a > 0 warto§¢ momentu jest ujem- na, a dla o <0 warto$¢ momentu jest
dodatnia.

Zgodnie z 11 zasadg dynamiki Newtona dla bryty sztywne;j

M=I¢ (2)

gdzie [ jest momentem bezwtadnosci wzgledem osi obrotu O, a ¢ - przys$pieszeniem katowym

dr? (3)

Dla matych katéw odchylenia « wyrazonych w mierze lukowej (a < 0,1221730) mozemy

w przyblizeniu zatozy¢
sina =« 4)

Na podstawie rownan (1)-(4) mozemy zapisac:

d’a .
I —-=—-mgrsina
dt (5)
2
1 =-mgra
2
dt (6)

2
d“a __mgr

dar’ I (7)
Roéwnanie to ma doktadnie posta¢ analogiczng do rownania ruchu harmonicznego prostego

dzx 2
—5 ==X

dr> (®)

) . . mgr .
przy czym @ zastgpuje czynnik — -2 kat « - zastgpuje x.
Rozwigzaniem szczegdlnym rownania (7) jest

a = Asin(wt + @) 9)
ktore jest analogiczne do réwnania x(¢)=4sin(wf+¢), opisujacego ruch harmoniczny prosty. Oznacza

to, ze ruch wahadta fizycznego tez jest ruchem harmonicznym prostym o czgstosci kotowej o = g



1 okresie

mgr (10)

Iloczyn 8" czesto oznaczamy symbolem D i nazywamy momentem kierujagcym wahadla. Wowczas

1
T=27r‘/—
D (10a)

W wahadle matematycznym (mata kulka zawieszona na niewazkiej i nierozciggliwej nici) o dlugosci /,

wyrazenie na okres T przyjmuje postacé

odleglos¢ r = [, a moment bezwtadnos$ci
I=ml (11)

co w konsekwencji prowadzi do wzoru na okres 7 w postaci

ml? \/7
T=2n l— =2 |—
mgl g (12)

Poréwnujac wzory (10) i (11), mozemy okresli¢ tzw. dlugos$¢ zredukowang / wahadta fizycznego

I=— (13)

mr

Jezeli na przedtuzeniu linii OC (rys.1) odlozymy odcinek OO’ =1, otrzymamy punkt O’, zwany
srodkiem wahafn wahadta fizycznego. Srodek wahan O’ posiada interesujaca wlasnosé wzajemnosci
wzgledem punktu O. Mianowicie gdyby osia obrotu byl punkt O, to §rodkiem wahan bedzie punkt O,
a okresy wahan wzgledem rownolegtych osi O 1 O’ sg jednakowe.

Wykazmy teraz, ze okres wahan wahadta, gdy osig obrotu bedzie punkt O’, bedzie taki sam jak
w przypadku osi obrotu O.

Wykorzystamy tu twierdzenie Steinera o momencie bezwtadnos$ci
1=1 . Tmr 2 (1 4)

gdzie I, to moment bezwladno$ci wahadla wzgledem osi przechodzacej przez s$rodek cigzkosci,
r - odleglo$¢ osi obrotu od $rodka cigzkosci,

Z rownan (13) 1 (14) otrzymujemy

mr mr (]5)

Wybierajgc jako nowa o§ wahan, przechodzaca przez srodek O’, znajdujemy nowy okres wahan



IV
mg(l—r) (16)

T'=2r

gdzie: I' - moment bezwladnos$ci wahadla wzglegdem nowej osi O', (I-r) - odleglo$¢ nowej osi od srodka
cigzkosci C wahadta.

1 ' obliczamy z twierdzenia Steinera (14)
I'=1,+m(l-r) 17)

Dla nowej osi O’ znajdziemy dtugo$¢ zredukowang /I’

= I

'

uwzgledniajac (17), otrzymujemy

R vi-r)
m(l—r) m(l—r) (19)

Z przeksztatlconego wzoru (15) wynika, ze

I,

- m(l—r) (20)

Podstawienie (20) do (19) wykazuje, ze
I'=r+l-r=I

Oznacza to, ze okresy drgan wzgledem O 1 O’ s3 réwne, poniewaz dlugo$ci zredukowane sg takie same.
Na tej zasadzie (réwnosci okresdw) oparta jest metoda pomiarowa przyspieszenia ziemskiego g,

polegajaca na zastosowaniu tzw. ,,wahadla rewersyjnego”, czyli odwracalnego. Wahadto sktada si¢

z preta, na ktorym osadzone sg dwie stale osie, w postaci pryzmatéw i

0=0, ! o'=o0, zwroconych

ostrzami ku sobie (rys. 2).
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Rys. 2. Schemat wahadla rewersyjnego

W wahadle O, 1 O, znajdujg si¢ w statej pozycji, natomiast mozna zmienia¢ potozenie srodka cigzko$ci
przez przesuni¢gcie dwoch mas M, i M,. Praktycznie przesuwa si¢ tylko mas¢ M, potozong miedzy
ostrzami.

Przy odpowiednio dobranym potozeniu obu mas okresy wahan dookota osi O i O’ sg jednakowe.

Woéwczas odlegtosé 0,0, ostrzy obu pryzmatdéw jest dlugoscig zredukowang /, a okres drgan wyraza si¢

T:27r\/z
& 21)

z ktorego obliczamy przyspieszenie ziemskie g

Wwzorem

a2
et (22)
W praktyce masg¢ (krazek, soczewke) M, zamocowujemy na poczatku eksperymentu miedzy pryzmatem
O: oraz koncem prgta i zamocowanie to zachowujemy jako niezmienione w trakcie pomiarow.
Zmieniamy natomiast potozenie (zamocowanie) masy (krazka, soczewki) M, na odcinku O,0,. Dla
kazdego potozenia masy M, rozumianego jako odleglo$¢ d od jednego z pryzmatow (nozy), np. O, -
mierzymy okres wahan 7; wahadla zawieszonego na pryzmacie (nozu) O; oraz okres 7, wahadia
zawieszonego na pryzmacie (nozu) O,. Nastepnie rysujemy wykresy wartosci 77 1 7> w zaleznos$ci od d.

Punkty przecie¢ krzywych T'(d) oraz T»(d) odpowiadaja polozeniom masy M,, dla ktérych zawieszenia

(noze) O, 1 O, stanowig $rodki wahan wahadta. Wowczas odleglto$¢ migdzy ostrzami O,0, = 1 stanowi



dlugos¢ zredukowang wahadta. Jednoczes$nie wartosci okresow dla punktow przecie¢ 71,1 7o, winny si¢

okazac¢ rowne: T, = T», = T),, co w konsekwencji uzasadnia oblicze-nie wartosci g z wzoru (22)

g=47r2i

TZ

Nalezy jednak podkresli¢, ze w praktyce wartosci 7T, 1 75, odczytane z wykresow moga si¢ okazac

nieco rézne. Woéwczas w obliczeniach g za 7, nalezy przyjac §rednig warto$¢ arytmetyczng 7', 1 T, to

znaczy T, :%(Tlersz)-

II1. Zestaw pomiarowy

Statyw wahadta rewersyjnego (3) z elektronicznym miernikiem okreséw (10), wahadto rewersyjne

(8).

|
i M,, M, - krazki (soczewki wahadta)
1
é 0,, O, - pryzmaty (noze)
iy M,
| ) 3 1 - podstawa
N~ g 8 2 - regulowane nozki
3 - kolumna

4 - wspornik glowny

5 - wspornik dolny

6 - czujnik fotoelektryczny

I
b
I
[}
i
= O,
' 6 7 - wahadto matematyczne
M,
— 8 - wahadto rewersyjne
1
i N
r X

9 - milisekundomierz elektroniczny

Rys. 3. Uklad pomiarowy wahadla rewersyjnego

IV. Przebieg ¢wiczenia

1. Noze wahadla zamocowa¢ w jednakowej odleglosci (okoto 8+10 cm) od koncow preta (8) w taki
sposoOb, aby byly zwrdcone ku sobie ostrzami. Jeden z krazkéw (M;) umiesci¢ wczesniej pomiedzy
nozami, drugi za$ (M,) w poblizu konca pre- ta w odlegtosci okoto 3+5 cm liczonej od konca preta.

2. Sprawdzi¢, czy krawedzie ostrzy nozy pokrywaja si¢ z naci¢ciami na precie (Sruby mocujace krazki

1 noze przykrecac z uwagg tak, aby nie zerwa¢ gwintu $ruby).



3.
4.

5.

6.

10.

1.

Zamocowa¢ wahadlo na panewce wspornika gornego (4).

Wspornik dolny (5) wraz z czujnikiem fotoelektrycznym (6) przesunaé tak, aby pret wahadta

przecinat o$ optyczna.

Krazek (M,) polozony migdzy nozami przesuna¢ tak, aby poczatkowa odleglos¢ miedzy soczewkami

byta najwigksza.

Zmierzy¢ okres wahan wahadta 77 wzgledem osi (noza) O,. W tym celu nalezy:

a) wychyli¢ wahadlo o 4+5° od potozenia rownowagi i puscic,

b) nacisna¢ klawisz ZEROWANIA (CBPOC),

¢) po naliczeniu przez miernik 9 okreséw nacisng¢ klawisz STOP (CTOII), uktad zmierzy
1 wyswietli czas t, dla n = 10 drgan,

d) wyznaczy¢ okres wahadta rewersyjnego 71 = t/n.

. Zdja¢ wahadlo 1 zamocowac je na drugim nozu, wspornik dolny z czujnikiem fotoelektrycznym

przesung¢ tak, aby wahadlo przecinato o$ optyczna.

. Zmierzy¢ okres wahan wahadta 7, wzgledem osi O, w sposéb opisany w pkt. 6 dla okresu 77 .

Nie zmieniajagc potozenia nozy i krazka zewngtrznego, zmienia¢ potozenie drugiego krazka
(wewnetrznego) co 1 cm (odleglos¢ miedzy dwoma sgsiednimi nacigciami preta), wyznaczajac
okresy wahan T i 7> dla kolejnych potozen.

Sporzadzi¢ (na zajg¢ciach) prowizoryczny wykres zalezno$ci okresow 77 i1 7> od potozenia d
przesuwanego krazka M,. Sprawdzi¢, czy krzywe zaleznosci T i T, przecinajg sie.

Zmierzy¢ (doktadnie) dtugos¢ zredukowang wahadta /, tj. odlegto$¢ migedzy nozami O,0;.

V. Tabela pomiarowa

Potozenie nieruchomego krazka M; (wzglgdem blizszego konca

Preta) o cm
Potozenie noza O, (wzglgdem tego samego konca
S ) SRR cm
Polozenie n10za Oy ...ooevvvvvviiieiiiiiiiieeeeeeee cm
Potozenie Czas trwania n okresoOw
quZka Mz 1 . . . 1 . . .
wzgledem Dla zawieszenia na nozu O, Dla zawieszenia na nozu O,
noza O, Ly Czas Okres iy Czas Okres
Ilos¢ N Tlos¢ -
d okresow n b Ti=t/n okreséw n L .=t/
[cm] [s] [s] [s] [s]
0102 ............. m




VI. Opracowanie ¢wiczenia

1.

Sporzadzi¢ wykres zalezno$ci okreséw drgan 7 i 75 od potozenia d krazka M,.

2. Odczyta¢ z wykresu wspotrzedne punktu przeciecia 7,1 7.

3. Obliczy¢ przyspieszenie ziemskie g z wykorzystaniem wzoru (22). Jezeli T1,1 T, nieco si¢ rdznia,

., 1
przyjaé, ze T, =5(T1p +7;,).

VII. Rachunek bledu

I.

Obliczy¢ bezwzgledny btad |Ag , stosujac metode rézniczki zupelinej.

Warto$¢ ‘ ATp‘ oszacowa¢ z wykorzystaniem relacji: ‘ ATp‘ = ‘ AT,

m+ ‘ATP‘W+ ‘ATP

b
r

gdzie
t . . . . .
‘AT,,‘M =|,|> przy czym |At| - warto$é jednostki ostatniej cyfry odczytu czasu ¢ na skali przyrzadu;

‘AT p‘w - doktadnos¢ odczytu wartosci T, 1 7>, w skali wykresu (= 1 mm w skali tego wykresu);

1

‘ATP = E(Tl” - sz) - niepewno$¢ wyznaczenia 7, z roznigcych si¢ wartosci 71y 1 7.

Zaokragli¢ warto$ci |Ag| oraz g zgodnie z zasadami zaokraglen.

. Obliczy¢ btad wzgledny.

Dokona¢ préby oceny precyzji metody pomiarowej stosowanej w ¢wiczeniu oraz uzyskanego wyniku.
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Zasada sporzadzania wykresow

Prawidlowe opracowanie wynikdw pomiarow wymaga wykonania odpowiedniego wykresu. Podczas robienia
wykresu nalezy kierowac si¢ nastepujagcymi zasadami:

Wykres wykonuje si¢ na papierze milimetrowym. Na uktadzie wspotrzednych definiujemy liniowe
osie liczbowe w przedziatach zgodnych z przedziatami zmiennos$ci wartosci X i Y ; oznacza to, ze na
kazdej z osi odktadamy tylko taki zakres zmian mierzonej wielkos$ci fizycznej, w ktdrym zostaly
wykonane pomiary. Nie ma zatem obowigzku odkladania na osiach punktow zerowych, gdy nie
byto w ich okolicy punktow pomiarowych ( chyba, ze w dalszej analizie konieczne begdzie

9



odczytanie wartosci Y dla X=0). Skal¢ na osiach ukladu nanosimy zazwyczaj w postaci
réwnooddalonych liczb. Ich wybdr i gesto$¢ na osi musi zapewniaé jak najwigksza prostote i
wygode korzystania z nich.

Na osiach wykresu musza by¢ umieszczone odktadane wielkosci fizyczne i ich jednostki lub
wymiary.

Punkty nanosimy na wykres tak, by byly wyraznie widoczne, zaznaczamy je kotkami, trojkatami,
kwadracikami itp. Na rysunku nalezy zaznaczy¢ réwniez niepewno$ci pomiarowe w postaci
prostokatow lub odcinkow .

Graficzne przedstawienie niepewnosci systematycznej:

Zaltézmy, ze warto$ci X 1 y otrzymane z pomiaréw sg obarczone odpowiednio niepewnosciami Ax i Ay.
Oznacza to, ze rzeczywiste wartosci tych wielkos$ci mieszczg si¢ w przedziatach od x-Ax dox +
Ax oraz od y-Ay doy + Ay . Na wykresie zaleznosci Y(X) przedziaty te wyznaczaja wokot punktow
(x,y) prostokaty o bokach 2Ax i 2Ay . Niepewnosci te mozna rowniez zaznaczaé wokot punktu
pomiarowego ( X,y ) poprzez odcinki o dlugosci 2Ax 1 2Ay (rys.1)

y y

i |t
2Ax

2Ax
& +
X

Rys.1 Zaznaczanie niepewnos$ci wokot punktéw pomiarowych.

2Ay

X

Uwaga: Jezeli warto$¢ zmiennej X jest doktadnie znana (czyli Ax=0), to na wykresie zaznaczamy
tylko niepewnos$ci na osi zmiennej zaleznej (na osi y).

Rozmiar wykresu nie jest dowolny i nie powinien wynikaé z tego, ze dysponujemy takim, a nie
innym kawalkiem papieru (na rys.2 arkusz papieru milimetrowego zaznaczony jest kolorem
niebieskim). Rozmiar powinien by¢ okreslony przez niepewno$ci pomiarowe tych wielkosci,
ktore odktada si¢ na osiach. Niepewno$¢ ta powinna w wybranej skali by¢ odcinkiem o tatwo
zauwazalnej, znaczacej dhugosci .

Nastepnie prowadzimy odpowiednig krzywa ( nie moze to by¢ linia tamana!) tak, by przecinala w
miar¢ mozliwoséci punkty pomiarowe, ale nie nalezy dazy¢ do tego, aby przechodzita ona przez
wszystkie punkty, poniewaz kazdy z nich obarczony jest niepewnoscig. W przypadku duzych
rozrzutdw staramy si¢, by i1los¢ punktow ponizej 1 powyzej krzywej byla zblizona- w ten
sposob usredniamy graficznie wyniki pomiardw. W przypadku zalezno$ci nieliniowych korzystamy z
krzywikow.



5. Kazdy rysunek powinien by¢ podpisany. Etykieta wykresu wyjasnia, co rysunek zawiera, co
reprezentuja zaznaczone krzywe.

PODSUMOWANIE:

3004
250}
200}
150p—
100}

50t

t[s]
zfy wykres dobry wykres

Rys.2
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