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I. Zagadnienia do przestudiowania

1. Ruch harmoniczny prosty.

2. Drgania torsyjne bryty sztywne;.

3. Moment bezwtadno$ci punktu i bryly sztywne;.
4. Tensor momentu bezwtadnos$ci bryty sztywne;.

II. Wprowadzenie teoretyczne

Ruch obrotowy bryty sztywnej opisuje 1l zasada dynamiki dla ruchu obrotowego w postaci

dar _
dr (1)

Moment pedu bryly danego punktu bryly L, w ukladzie zwigzanym ze $rodkiem masy okresla

zaleznos$¢
L =r,x(my;)=1xp; (2)
Natomiast moment sity M, ma posta¢

1 l

M=tk 3)

Predkos¢ i-tego punktu wzgledem poczatku uktadu v, =@ x7;

Stad wyrazenie na moment pedu calego ciata
L= Z 1 x ( Z mr.x(wxr,)
)
Skorzystamy z tozsamos$ci wektorowe;j
éx(b xcy)=b(ayc)—c’(a’b)
Podstawiajac, otrzymujemy
L= Z m[ort =1 (70)]
)

Wszystkie punkty majg te samg predko$¢ katowa o, mozemy wiec zapisa¢ powyzsze roéwnanie

wektorowe jako uktad trzech réwnan dla poszczegdlnych sktadowych o
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Poniewaz

LO=X0,+y,0,+ 2,0,

otrzymujemy dla sktadowej x-owej momentu pedu wyrazenie
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Dla pozostatych sktadowych:
Ly = _wxzmix[yi + a)y Z ml (},;2 - y12 ) - a)z Zmiyiz[
i=1 i=1 i=1
L = _a)xz mx,z; — a)yz myz, + @, Zmi (riz - Zi2 )
i=l i=l i=l (8)
Wprowadzajac oznaczenia:
Ixx = n mi ’;’2 _xtz
> m (17 =)
L, ==2 mxy; ©)
i=1
Ixz - _Z mixtzzlz
i=1
1 analogicznie dla pozostatych sum otrzymamy uktad rownan:
Ixx = Zmz’ (};2 _xiz)
i=l1
L, == mxy] (10)
i=1
I ==Y mx’z’

Ostatecznie rownanie, wigzgce wektor momentu pedu L z wektorem predkosci katowej @ , w zapisie

macierzowym przyjmie postac



X [)ﬂx Xy Xz a)x
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Macierz z prawej strony rownania to tensor bezwtadnosci drugiego rzedu, a jego elementy nazywamy
wspotczynnikami bezwtadno$ci lub momentami bezwtadnosci.
W praktyce w przypadku bryt mamy do czynienia z cigglym rozktadem masy (n— ) i sumowanie
w powyzszych wyrazeniach zastepujemy catkowaniem objetosciowym. Wtedy dla przykiadu elementy

pierwszego wiersza macierzy: tensora bezwladnos$ci obliczamy jako:

I, = J.,O(F’)(F2 —xz)dV = Ip(ry)(yz +22)dV

I, =Ip(r)xy dv (12)

I = Ip(r)xz dv
4

Analogiczne wzory mozemy otrzymac dla pozostatych sktadowych tensora.

Mozna wykazaé, ze suma wspotczynnikow bezwladnosci lezacych na gléwnej przekatnej (tzw.

elementow diagonalnych) /. +1, +1_nie zalezy od orientacji ciata wzgledem uktadu wspotrzednych.
Wspoétczynniki o wskaznikach mieszanych zwane sa momentami zboczenia i charakteryzuja asymetrie.
Mozna jednak wybraé takie osie prostokatnego ukladu wspotrzednych, kiedy to zboczenia zeruja sie.
Takie osie nazywamy gfownymi osiami bezwladnosci, im momenty bezwladnosci - glownymi
momentami bezwtadnosci. Dla kuli trzy gldowne momenty bezwtadnos$ci sa jednakowe. W przypadku
ogolnym wielko$ci te sg rdézne, a ruch obrotowy wzgledem osi odpowiadajacych maksymalnemu lub
minimalnemu momentowi bezwladnos$ci cechuje stala orientacja bryly w przestrzeni. Takie osie

nazywane s3 osiami swobodnymi bryly sztywnej.
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Rys. 1. Prostopadloscian w ukladzie wspolrzednych



WyprowadZzmy teraz wzory okreS$lajace momenty bezwladno$ci prostopadloscianu o masie m
i krawedziach a, b 1 ¢ wzgledem osi prostopadtych do poszczegolnych $cian przechodzacych przez ich
srodki (tj. osi gtownych). W uktadzie wspotrzednych przyjetym na rysunku 1 moment bezwtadnosci

prostopadtoscianu wzgledem osi x dany jest wzorem (12)
I,=[p(*+2)v

gdzie dV =adydz  oraz u' =y +z°

c b
Zatem I = ‘2[ J% (y2 +22)dydz

Ostatecznie

3 3
[ =42 be b =i(b2+c2)
; bc\ 48 48 12

W podobny sposéb mozemy otrzymaé wyrazenia na momenty bezwladnos$ci graniastostupa wzgledem

(13a)
osiyiz

12 (13b)

oraz

(13¢)

I11. Cel ¢wiczenia

Celem ¢wiczenia jest wyznaczenie momentu bezwladnosci bryt w ksztalcie prostopadioscianu dla
dowolnie wybranej osi obrotu. Pomiary przeprowadzone dla kierunkow wzdluz osi gtownych mozemy
zweryfikowaé, postugujac si¢ wzorami (13a,b,c), natomiast w przypadku dowolnej osi, postugujac sie

wzorem uwzgledniajacym tzw. kosinusy kierunkowe danej osi obrotu

_ 2 2 2
I=1 cos"a+l, cos” f+1_cos"y (14)



gdzie a, [ 1 y - katy okreslajace potozenie osi obrotu wzgledem osi x, y i z (lub a, b i c). Dla przyktadu

kosinusy kierunkowe osi przechodzacych wzdhuz gtéwnych przekatnych prostopadto$cianu wynosza:

a4
Nat+b* +¢?
b

Cos i = ———— 15
Na' +b* +c? (15)

c

Nat+b* +¢?

cosa =

cosy =

IV. Zasada pomiaru

W pomiarze wykorzystujemy wahadto skretne (torsyjne), ktérego istotng cze$cia jest zamocowana na
stosunkowo sztywnych drutach ramka. Ramka zaopatrzona jest w odpowiednie pokretta Srubowe,
a bryly - wzorcowa 1 badane - posiadaja odpowiednie otwory; dzigki czemu mozliwe jest dogodne
1 stabilne mocowanie bryt w ramce.

Najpierw wprawiamy w drganie ramke nieobcigzong bryla. Niech okres drgan wynosi tym razem 7.

Okreslony jest on zalezno$cia

1
T, =2m,|—
D

(16)
gdzie: I, - moment bezwtadnosci nieobcigzonej ramki, D - moment kierujacy wahadta.
Nastepnie umieszczamy w ramce bryte foremng o znanym momencie bezwtadnosci 7, 1 tak obcigzong

ramke wprawiamy w drgania, ktorych okres oznaczamy przez 7. Mozemy napisac

D (17)

Podnoszac rownania (16) i (17) do kwadratu, a nastgpnie odejmujgc stronami, obliczamy moment

kierujacy D

B 4712]W

D 2 2
T, -Tq (18)

Teraz wyjmujemy z ramki bryle o znanym momencie bezwladno$ci, a umieszczamy na nim bryle
o szukanym momencie bezwtadnosci /..

W tym przypadku okres drgan oznaczamy jako 7.. Wystepuje on w rOwnaniu

D (19)



Odejmujac od siebie stronami po podniesieniu do kwadratu réwnan (16) 1 (17) oraz podstawiajac do

réwnania (17) warto$¢ D, otrzymujemy

x P 7 fw
I, -1, (20)

V. Zestaw pomiarowy

Zestaw pomiarowy zawiera obcigzniki o nastepujacych parametrach:
1. walec wykorzystywany jako bryta wzorcowa:

masa walca - 1,175 kg

promien walca - 0,025 m

2. badany obcigznik I:

masa obcigznika I - 1,962 kg

wymiary obcigznika II - 0,05mx0,05mx 0,1 m
3. badany obcigznik II:

masa obcigznika II- 1,884 kg

wymiary obcigznika II - 0,04 m x 0,06 m x 0,1 m

VI. Przebieg ¢wiczenia
1. Wiaczy¢ sznur sieciowy uktadu pomiarowego do sieci zasilajace;.

2. Weisngé przycisk CETb (SIEC), kontrolujac, czy wszystkie wskazniki miernikow wskazuja cyfre

zero, a takze czy $§wieci si¢ zarowka czujnika fotoelektrycznego.

3. Elektromagnes ustawi¢ w zadanym potozeniu (np. 25°) na ptycie i ustali¢ jego potozenie, dokregcajac

nakretke.

4. Skrecajac ramke przyrzadu, zblizy¢ jej wysiegnik do elektromagnesu tak, aby jego dziatanie ustalito

polozenie pierwotne ramki.

5. Nacisng¢ przycisk IITYCK (START); co spowoduje uwolnienie wysiegnika ramki i rozpoczgcie
drgan.

6. Nastepnie nacisna¢ przycisk (ZERO), co spowoduje rozpoczgcie pomiaru.

7. Po naliczeniu przez miernik co najmniej n, = 9 drgan skretnych nacisng¢ klawisz CTOII (STOP).

Uktad zakonczy pomiar czasu t dla n = n,+ 1 drgan.

8. Obliczy¢ okres drgan wahadta skretnego ze wzoru:



rot 1)

gdzie: T - okres drgan skretnych wahadta; ¢ - czas drgan; n - liczba drgan.
9. W ramce przyrzadu umocowac bryle wzorcowa (walec).

UWAGA: Naleiy czynnosé te wykonywaé bardzo ostroinie, aby nie uszkodzi¢ drutu stalowego
wahadla, na ktorym podwieszona jest ramka przyrzgdu. W celu wtoZenia lub wymiany
obciginika wystarczy poluzowaé dwie nakretki ruchomej poprzeczki ramki, odsuwajgc

lub dosuwajqc poprzeczke w poigdane poloZenie.
10. Powtorzy¢ czynnosci od punktu 5 do 8.

11. Pomiary przeprowadzi¢ dla pozostatych dwoch obcigznikow dla réoznych ustawien osi. Zaleca si¢
zastosowac zasade symboliki (oznaczania) osi obrotu zilustrowang na rysunku 2. I tak np.: o$ obrotu
rownolegly do krawedzi a 1 przechodzaca przez $rodki $cian o krawedziach b i ¢ (dla zamocowania
w otworach znajdujacych si¢ w §rodkach tych $cian) oznaczy¢ symbolem a, a moment bez-wtadnosci
wzgledem tej osi obrotu jako /,. Analogicznie post¢pujemy dla momentow bezwtadnosci /5, 1.

O$ obrotu odpowiadajaca zamocowaniu w $rodkach krawedzi a, tzn. 0§, ktorej orientacja pokrywa
si¢ z orientacja przekatnej przekroju osiowego o wymiarach b i ¢ oznaczy¢ symbolem bc

1 odpowiedni moment bezwtadnosci jako /..
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Rys. 2. Ilustracja zasady oznaczania osi obrotu w odniesieniu do krawedzi prostopadloscianu



Cwiczenie M-4: Wyznaczanie momentu bezwladnosci bryt za pomoca drean skretnych

VII. Tabela pomiarowa

Masa . . Moment Moment
. .. .| Wymiary . Liczba Czas Okres L -~
Rodzaj | obcigzni L Os , , , bezwladnosci bezwladnosci
oL obcigznika drgan drgan drgan .
obcigznika ka axbxc [m] obrotu o t[s] T [s] wyznaczony obliczony
m [kg] L. [kgm’] Lon. [kgm’]
Ramka
Walec 1,175 r=0,025 |-----
I 1,962 0,05 a
0,05 <
ac
0,1 aa
aac
II 1,884 0,04 a
0,06 b
c
0,1 ac
bc
ab
abc

Bryla o znanym momencie bezwtadnosci jest walec, ktorego moment bezwtadnosci obliczony dla kierunku osi wzdtuz wysokosci wynosi 7, = Smr

2




VIII. Opracowanie ¢wiczenia

1. Obliczy¢ moment bezwladnos$ci bryty wzorcowej (walca) 7, ze wzoru

1
I =—mr’

w

2. Moment bezwltadnosci wyznaczony eksperymentalnie /:

a) Obliczy¢ wyznaczony moment bezwtadnos$ci bryt /; ze wzoru

/- sz —Toj I
T =Ty
gdzie: Ty - okres drgan ramki, 7. - okres drgan badanej bryly, T, - okres drgan bryly wzorcowe;j
(walca), 1,, - moment bezwtadno$ci bryty wzorcowe;.
Wyniki wpisa¢ do tabeli.
b) Dla jednego wybranego przypadku obliczy¢ bledy bezwzgledny 1 wzgledny momentu bezwtadnosci
L.
3. Obliczy¢ moment bezwladnos$ci teoretyczny I, wzglegdem rdznych osi obrotu z zachowaniem
nastepujacych zasad
a) Moment bezwtadnosci prostopadtoscianu o masie m 1 krawedziach a, b 1 ¢ wzgledem osi
rownoleglej do krawedzi a 1 przechodzacej przez $rodki $cian o krawedziach b i ¢ - pierwszy

z tzw. gtdbwnych momentow bezwladnosci obliczamy ze wzoru

1
Ia,obl :Em(bz +cz) (22)
Podobnie:
I =im(a2 +c?) (23)
b, obl 12
I =im(a2 +b2) (24)
c,obl 12

b) Moment bezwtadnos$ci bryly wzgledem dowolnie wybranej osi przechodzacej przez srodek bryty

obliczy¢ ze wzoru

1, =1 cos’a+1I cos’ B+1 cos’y (25)
gdzie: 1,,1,,1. s gldownymi momentami bezwladnosci, a, B, y to katy, jakie tworzy o$ obrotu
z kierunkami gtéwnymi, tj. osiami a, b, c.

4. Porowna¢ moment bezwladnosci wyznaczony i teoretyczny.

5. Przeprowadzi¢ dyskusje uzyskanych wynikow.
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